第五章 线性系统的频域分析
一、教学目的及基本要求
1、理解频率响应的概念及含义 

2、掌握典型环节的Nyquist图和Bode图的绘制 

3、掌握开环系统Nyquist图和Bode图的绘制 

4、掌握由Bode图求系统开环传函的方法 

5、理解Nyquist稳定判据并掌握用其判别系统的稳定性

6、理解相角裕度和幅值裕度的含义并掌握其计算

二、重点与难点
1、典型环节的Nyquist图和Bode图的绘制

2、开环系统Nyquist图和Bode图的绘制

3、由Bode图求系统开环传函的计算

4、应用Nyquist稳定判据判别系统的稳定性

5、相角裕度和幅值裕度的计算
三、授课内容与课时

第五章 线性系统的频域分析 （共10课时）
（1） 频率响应及其描述 

（2） 典型环节的频率响应 

（3） 对数频率相应 

（4） 开环系统与闭环系统的频率响应 

（5） Nyquist 稳定判据 

（6） 控制系统的相对稳定性 

（7） 频域指标与时域指标间的关系 
四、教学方法与手段

     采用多媒体教学及其它方法

五、教学过程

5.1 频率响应及其描述 
5.1.1  频率特性的概念

线性系统在正弦输入信号作用下的稳态响应，称为该系统的频率响应。把输出、输入振幅比随ω的变化关系称为幅频特性
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，它描述了系统在稳态响应下不同频率的正弦输入时幅值的衰减或放大特性；系统稳态输出与输入的相位差称为相频特性
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r。它描述了系统在稳态响应下不同频率的正弦输入时在相位上产生的滞后或超前特性。

例5-1如图5-1所示的RC电路，可列出下列方程：
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图5-1 RC电路
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从上两式中消去中间变量
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对上式求拉氏变换，可得该电路的传递函数
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设输入电压为正弦函数
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将此式代入式(5-1)，可得
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，将此式进行拉氏反变换，可得该电路的频率响应
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式中 
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, 而且第一项是暂态分量，第二项是稳态分量，当t→∞时暂态分量趋于零， RC电路的稳态响应为：
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5.1.2   频率特性与传递函数的关系
设线性定常系统的传递函数为G(S)，输入量与输出量分别是r(t)和c(t)，则有
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式中：
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 是系统的极点，假设它们都具有负实部，并且互不相同，即系统是稳定的。

当输入正弦信号
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由于系统没有重极点，故上式可写为
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式中
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为共轭复数）。对上式求拉氏反变换，可得系统的输出响应为 
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式中第一项是暂态分量，对于稳定系统，由于
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因此系统的稳态响应为：   
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待定系数
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同理可得            
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将B、B*代入式(5-9)中，则系统稳态响应为
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   由此，根据频率特性的定义可知，该线性定常系统的的幅频特性与相频特性分别为：

幅频特性  
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相频特性  
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即： 
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式中实频特性
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5.1.3  频率特性的求法及图示方法

1）频率特性的求取方法

从前面的分析中可以总结出频率特性的三种求法：

（1）根据系统的频率响应求取。已知系统的微分方程或传递函数，输入以正弦信号，求其输出响应的稳态分量，就可以得到频率响应的幅值与相位，然后根据频率特性的定义，即可得到系统频率特性的表达式；

（2）根据传递函数，直接令S=jω求取；

（3）通过实验方法测得。     
2）频率特性的图示方法

（1）幅相频率特性曲线：当ω由0→∞变化时，在极坐标上表示的G(jω)的幅值
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随ω变化的曲线，即当ω由0→∞变化时，向量G(jω)的矢端轨迹，也称为极坐标图或Nyquist图。

（2）对数频率特性曲线：包括对数幅频特性曲线与对数相频特性曲线两幅图，两幅图的横坐标均以ω的对数（lgω）分度，纵坐标则采用线性分度，分别表示幅值与相角；其中幅频特性曲线以分贝[db]为单位，按照20lg|G(jω)|绘制，相频特性曲线以度或弧度为单位，按照
[image: image53.wmf]j

(ω)绘制。对数频率特性曲线又称为伯德 (Bode) 图，在工程上得到广泛应用。

（3）对数幅相频率特性曲线：又称为尼柯尔斯(Nichols)图，是在以
[image: image54.wmf]j

(ω)为线性分度的横轴、以20lg|G(jω)| 线性分度为纵轴的对数幅相平面中，以ω为参变量绘制的G(jω)曲线，它实际上是将Bode图的两幅图合成为一幅图，主要用于求取系统闭环频率特性及其特征量，从而分析闭环系统。

5.2 典型环节的频率响应 
） 比例环节
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图5-8 比例环节的极坐标图


比例环节的传递函数         G(S)=K

故其频率特性        
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由此可见：比例环节的幅频特性和相频特性都是与角频率ω无关的常量。因此比例环节的极坐标图就是实轴上的一个坐标为(K, j0) 的点，如图5-8所示。
2）惯性环节
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 图5-9 惯性环节的极坐标图


惯性环节的传递函数 
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将复频率s以虚频率
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    幅频特性 
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    相频特性 
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图5-10 积分环节的极坐标图


3）积分环节

传递函数        
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相频特性        
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4）振荡环节

传递函数  
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式中ωn为自然振荡角频率， 
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    幅频特性     
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    相频特性     
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图5-11 振荡环节的极坐标图


当ω从0→∞变化时，G(jω)极坐标图从(1, j0)开始，而终于 (0, j0) 点并与负实轴相切，曲线与虚轴的交点可以由式(5-18)算出：当
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将ωr代入式(5-19a)，可求得     
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   需要指出，式（5-20）只在
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范围内存在。并且，
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越小。谐振频率
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，同时谐振峰值
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，即谐振峰值所对应的矢量位于实轴上，且等于1。当
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时，极坐标图的形状接近于一个半圆。其最大幅值等于。

5) 微分环节 

传递函数:  纯微分G(S) = S                一阶微分G(S)=1+τS 

二阶微分G(S)= τ2S2+2
[image: image102.wmf]x
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幅相频率特性：根据积分、惯性、振荡环节的绘制过程，同样可以绘制出纯微分 、一阶微分与二阶微分环节的幅相频率特性，显然它们之间存在倒数关系，其幅相频率特性曲线如图5-12所示。
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图5-12  各种微分环节的极坐标图
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图5-13 延滞环节的极坐标图


6) 延滞环节

传递函数   
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     （5-21）
显然∣G(jω)∣=1(常数)，
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因此延滞环节的极坐标图是一个周期性重复的

单位圆，如图5-13所示。

7) 一阶不稳定环节
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图5-14 一阶不稳定环节的极坐标图
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幅频特性  
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    由上可知，一阶不稳定环节与惯性环节的频率特性具有虚部相同、实部反号的特点，因此一阶不稳定环节的频率特性与惯性环节的幅相频率特性曲线关于虚轴对称，如图5-14所示。
5.3 对数频率响应

5.3.1  Bode图及其特点

1． Bode图的构成

对数幅频   L(ω)=Lm|G(jω)H(jω)|=20lgG(ω)H(ω)

对数相频  φ(ω)=∠ G(jω)H(jω)

半对数坐标纸

2． Bode图的优点

5.3.2  典型环节的Bode图
1. 比例环节(K)

       L(ω)=20lgK   (db)，      φ(ω)=0

2. 积分环节(
[image: image113.wmf]s
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       L(ω)=20lg|
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|= -20lgω，      φ(ω)= ∠
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= -900     
3. 微分环节(s)

       L(ω)=20lg|jω|= 20lgω，     φ(ω)= ∠jω= 900     
4. 一阶滞后环节(惯性环节)(
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讨论:

(1) 对数幅频特性

1) 低频段  ωT<<1， L(ω)= -10lg(
[image: image120.wmf]2
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)≈0 db

2) 高频段  ωT>>1， L(ω)= -10lg(
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)≈ -20lgωT db

3) 交接频率处  ωT=1,ω=
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，令-20lgωT=0, 得ω=
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L(ω)= -10lg(
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           渐近曲线与精确特性间有误差须修正。
(2) 对数相频特性φ(ω)     
1) 精确特性；2）渐近特性，3）误差修正，4）相角曲线模板

5. 一阶微分环节(Ts+1)

        L(ω)= 20lg
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二阶振荡环节(
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φ(ω)= -arctg(
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讨论:

 (1)对数幅频特性

1)低频段  ωT<<1， L(ω)≈ -20lg1=0 db

2)高频段  ωT>>1， L(ω)≈ -20lg(
[image: image131.wmf]2
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)≈ -40lgωT db

3)交接频率处  ωT=1,ω=
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，令-40lgωT=0, 得ω=
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     误差修正曲线与ξ有关

(2)对数相频特性     

    ω=
[image: image134.wmf]T
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时,φ(ω)=-90o
6. 二阶微分环节(
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7. 延迟环节(
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      L(ω)= 20lg1=0，     φ(ω)= ∠
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5.4 开环系统与闭环系统的频率响应 
5.4.1 开环系统的频率特性
绘制方法有以下两种

1． 环节曲线迭加法

2． 顺序斜率迭加法

绘制步骤：

（1）将传递函数分解成典型环节并按转角频率从小到大排序，计算斜率累加值。

（2）过（1，20lgK）点作低频渐进线，斜率为-20ndB/dec，n为积分因子的个数。

（3）根据斜率累加值，每遇转角频率即改变渐进线斜率，作出幅频特性。

（4）用描点连线的方法绘制相频特性

5.4.2 最小相位系统和非最小相位系统

1． 系统的开环传递函数在右半s平面没有极点和零点，该系统称为最小相位系统。如
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2． 系统的开环传递函数在右半s平面有零点或极点，或系统含e-Ts，该系统称为非最小相位系统。

3． 具有相同幅值的两个系统，最小相位系统的相角最小

如： 
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   （T2>T1>0）

         A1(ω)=A2(ω)=
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 4.  最小相位系统, 当ω→∞时,相角为(n-m)(-900)

 5. 非最小相位因(1)含e-Ts (2)小回环不稳定产生

 6. 最小相位系统的幅值特性和相角特性有一一对应关系.

5.4.3 闭环系统的频率特性

1. 单位反馈闭环系统的频率响应


[image: image144.wmf])
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用开环Nyquist图确定闭环频率特性：作图法

（1） ω=ω1 时，G0（jω1）= G（jω1）H（jω1）=
[image: image145.wmf]OA


                         = |G（jω1）H（jω1）|ejφ（ω1）

（2） 1+ G（jω1）H（jω1）= 
[image: image146.wmf]PA


（3） 
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 逐点测量
[image: image148.wmf]OA

和
[image: image149.wmf]PA

的幅值和相角，即可得闭环频率特性。

2. 等M圆（等幅值轨迹）

设G（jω）H（jω）= X（ω）+jY（ω），则


[image: image150.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image151.wmf])
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令  M（ω）= |
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即 
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 ，展开成

   X2（1 – M2）－2M2X－M2＋（1 – M2）Y2＝0

讨论：（1）M=1，得 X=
[image: image155.wmf]2
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     （2）M≠1，化得：
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          圆心（
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，0），半径|
[image: image158.wmf]1
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结论：(1) M<1时,  M↓,  M圆变小,  M→0时收敛于原点

      (2) M>1时,  M↑,  M圆变小,  M→∞时收敛于(-1, j0)点

      (3) M=1时,  为过(-
[image: image159.wmf]2
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, j0)点平行于虚轴的直线

      (4) M圆是以实轴和M=1直线为对称的簇圆

3. 等N圆（等相角轨迹）

      
[image: image160.wmf]
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      设
[image: image162.wmf]N

tg

=

a

, 则
[image: image163.wmf]]

1

[

X

Y

arctg

X

Y

arctg

tg

N

+

-

=


      由
[image: image164.wmf]tgAtgB

tgB

tgA

B

A

tg

+

-

=

-

1

)

(

 , 得
[image: image165.wmf]2

2

)

1

(

1

1

Y

X

X

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X

Y

N

+

+

=

+

+

+

-

=


      最后化为:  
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      圆心(
[image: image167.wmf]N
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结论: (1)α>0时, α↓, N圆变大, 在实轴上方

      (2)α<0时, α↓, N圆变大, 在实轴上方
      (3)关于实轴和X=
[image: image169.wmf]2
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直线对称，且都通过原点和（-1，j0）点

      (4)等N圆是一段弧，相差±180°的两段弧组成一完整的圆
5.5  Nyquist 稳定判据 
5.5.1  Nyquist稳定判据的数学基础

(1) 映射原理

        设复变函数
[image: image170.wmf])
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   1.  s平面上的点与 F(s)平面上的点有对应关系

             s平面                    F(s)平面

            F(s)的零点                  原点

            F(s)的极点                无限远点

         s平面上的其他点           原点外的有限点

     当动点s1在s平面的封闭曲线C 上沿顺时针方向绕行取值时,在F(s)平面上将映射出一条绕原点的闭合轨迹 Г.

    2. 讨论 s平面与F(s)平面的映射关系

(1) 围线C中只含零点时

(2) 围线C中只含极点时

(3) 围线C中既含零点, 也含极点时

     设C中含Z个零点, P个极点, 则Г围线逆时针包围原点的次数N=P-Z  ----映射原理
(2) 特征函数F(s)与G(s)H(s)的关系

   设开环传递函数为G(s)H(s)=
[image: image171.wmf])
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[image: image172.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

)

(

)

(

)

(

)

(

s

B

s

A

s

A

s

G

s

H

s

G

s

G

s

R

s

C

s

+

=

+

=

=

F

,     

    系统特征方程为F(s)=1+G(s)H(s)=0=
[image: image173.wmf])
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    ∴ F(s)的零点为φ(s)的极点，F(s)的极点为G(s)H(s)的极点

    ∵  G(s)H(s)=F(s)-1

    ∴曲线绕F(s)平面的原点运动相当于绕G(s)H(s)平面的(-1,j0)点运动

(3) Nyquist轨线

     由虚轴和右半s平面上半径为无穷大的半圆构成的闭合曲线. 保卫整个右半s平面

5.5.2  Nyquist稳定判据

(1) 第一种情况

      G(s)H(s)在s平面的原点及虚轴上没有极点时,Nyquist稳定判据为:

(1) P=0时,若ω从-∞→∞的Nyquist曲线不包围(-1,j0)点,即N=0,则Z=0,闭环系统稳定, 否则不稳定

(2) P≠0时,若ω从-∞→∞的Nyquist曲线逆时针包围(-1,j0)点N次,则Z=N+P=0系统稳定, 否则不稳定
(3) Nyquist曲线通过(-1,j0)点时,临界稳定
(2) 第二种情况

      当G(s)H(s)在s平面的虚轴或原点处有极点时，需修正Nyquist轨线

      无限小半圆上的动点s可表示为：

           s=εеjθ（ε→0，-90°<θ<90°）

       映射到G(s)H(s)平面上,则为

           G(s)H(s)=
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       讨论:  1型系统  G(s)H(s)=∞
[image: image175.wmf]°
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              2型系统  G(s)H(s)=∞
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        虚轴上有开环极点时,可仿此处理

     Nyquist稳定判据二:  当系统的开环传递函数中有位于原点及虚轴上的极点时,系统G(jω)H(jω)Nyquist曲线在ω从-∞→+∞变化时逆时针包围(-1,j0)点的次数N等于开环右极点数P,则闭环系统稳定,否则不稳定。

（三）条件稳定系统

      系统稳定性随某一K值的变化而变化，在某一K值范围内稳定

（四）采用逆极坐标的Nyquist稳定判据

      ω从-∞→+∞变化时，1/G(jω)H(jω)的Nyquist曲线逆时针包围(-1,j0)点N次。N为位于右半s平面的1/G(s)H(s)的极点数，即G(s)H(s)的零点数。

注意： Nyquist稳定判据不适用于含延迟环节的系统。

5.6 控制系统的相对稳定性 
5.6.1相对稳定性的表述

      Nyquist曲线接近（-1，j0）点的程度可反映系统相对稳定的裕度。
5.6.2相角裕量γ和幅值裕量Kg的定义

1． 相角裕量γ

     |G(jω)H(jω)|=1 
[image: image177.wmf]Þ

 ω=ωc  幅值交界频率

     γ= 180°+ φ（ωc）

     γ>0，系统稳定

     γ<0，系统不稳定

2． 幅值裕量Kg
     ∠G(jω)H(jω) = -180° 
[image: image178.wmf]Þ

 ω=ωg  相位交界频率

     Kg = 
[image: image179.wmf]|
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 或 Kg（db）= 20lgKg = -20lg|G(jωg)H(jωg)|

       Kg >1 或 Kg（db）>0 ,  系统稳定

       Kg <1 或 Kg（db）<0 ,  系统不稳定

    工程上要求:  γ= 30°- 60°, Kg>6db 。也可只对γ提要求。
5.6.3系统的Nyquist图和Bode图的对应关系

           Nyquist图       Bode图

           单位圆          0db线 

          实轴负方向      -180°线

5.6.4 Bode的稳定性分析

（1） Bode图上稳定裕量的分析

      ωg >ωc ，γ>0 , Kg>0 ,   稳定
（2） Bode定理及应用

(1) 线性最小相位系统的幅频特性与相频特性是一一对应的.

(2) 某一频率上的相位移,主要决定于同一频率上的对数幅频特性的斜率, 大致为: ±n·20db/dec对应±n·90°相位移。
应用: 为使γ合适, 应使ωc 处斜率为-20db/dec , 且在
[image: image180.wmf]4

1

ωc 到2ωc 范围内保持不变。

5.7 频域指标与时域指标间的关系

5.7.1 二阶系统的时域响应与频域响应的关系

1． 闭环频率指标
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5.7.2 二阶系统频域指标与时域指标的关系

谐振峰值
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截止频率
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相位裕度 
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3．高阶系统频域指标与时域指标
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