第七章 非线性控制系统分析
一、教学目的及基本要求
1、理解非线性的含义 

2、掌握典型非线性环节的特性 

3、理解极限环的含义 

4、掌握应用相平面法绘制相轨迹 

５、掌握应用描述函数法计算自持振荡的频率和振幅以及系统稳定性分析
二、重点与难点
1、典型非线性环节的特性描述

2、应用相平面法绘制相轨迹

3、应用描述函数法计算自持振荡的频率和振幅以及系统稳定性分析
三、授课内容与课时

第七章 非线性控制系统分析 （共8课时）
· （1） 引言 

· （2） 相平面法 

· （3） 描述函数法 

· （4） 利用非线性特性改善控制系统的性能 
四、教学方法与手段

     采用多媒体教学及其它方法

五、教学过程

7.1  引言 
一般来说，组成系统的所有的元部件在不同程度上都具有非线性特性。有些元部件在一定程度上，可以近似为线性系统，而有些元部件不能做线性化处理。凡不能做线性化处理的非线性特性均认为是“本质”型非线性，而能直接进行线性化的非线性特性称为非“本质”型非线性。与线性系统相比，非线性系统具有如下的特点：

        （1）非线性系统的输出与输入间不存在比例关系，不适用叠加原理。

    （2）非线性系统的稳定性不仅与系统的结构和参数有关，而且还与输入信号的大小和初始条件有关。对线性系统，其稳定性与外施信号、 初始偏差的大小无关，只取决于系统的结构与参数。对非线性系统，其稳定性除了与系统的结构和参数有关外，还与其初始偏差及输入信号的大小有关。例如小初始偏差时系统是稳定的，大偏差可能不稳定，或者相反。对于这种情况，在非线性系统的分析中经常会碰到。

        （3）自振荡。所谓自振荡，就是在无外施信号作用时，非线性系统产生的具有固定振幅和频率的稳定振荡过程。而线性系统在等幅振荡时，系统处于临界稳定状态，只要系统中的参数稍有变化，系统就会由临界稳定状态或者趋于发散，或者变为收敛，等幅振荡将消失。所以线性系统的这种稳定是暂时性的。

（4）频率响应与线性系统不同。

当非线性系统的输入为一正弦信号时，它的输出一般都不是正弦信号，而是一个包含着各次谐波分量的非正弦周期性函数。因此，不能用分析线性系统的理论去分析非线性系统。

控制系统中元件的非线性特性有很多种，最常见的有饱和、死区、间隙和继电特性等。了解这些常见非线性特性和它们对系统性能的影响，将有助于了解非线性系统的特点。

1 饱和特性

饱和特性，如图7-1所示。由图可知，当输人
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时，输出y为一常量。则上述的关系可用表达式（7-1）来表示。k为饱和特性线性范围内的系数。
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在饱和特性中，当输入信号在一定范围内变
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化时，输入输出呈线性关系；当输入信号的绝对值

超出一定范围，则输出信号不再发生变化。                                  
在一般情况下，系统如果具有饱和特性的元件，

[image: image93.emf]它的开环增益会大幅度地减小，从而导致系统过渡

过程和稳态误差的变大。

                                          图7-1  饱和特性
2 死区特性

   死区也叫不灵敏区，指的是在输入信号很小时元件是没有输出的，当输入信号增加到某个值以上时，该元件才有输出。如图7-2所示死区非线性特性及其数学表达式（7-1）入下：
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死区非线性特性对系统产生的主要影响有                                                                                                                               

    1）使系统的稳态误差增大。                                                                                          

2）死区能滤去从输入端引入的小幅值干扰信号，提高

系统的抗扰动能力

4）当系统的输入信号为阶跃、斜坡等函数时，死区

会引起系统输出在时间上的滞后。

3间隙特性

为保证齿轮在传动中转动灵活不发生卡死现象，齿轮之间有少量的间隙。这样当机构做反向运动时，主动齿轮总是要转过间隙内的空行程后才能推动从动齿轮转动。间隙特性如图7-3所示，其数学表达式为（7-3）。
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系统中若有间隙非线性特性的元件存在，

通常会使系统的输出在相位上产生滞后，从而

导致系统稳定裕量的减小，动态性能的恶化，

甚至使系统产生自持振荡。而从静态方面考虑，

间隙非线性特性相当在控制系统中引入了死区

特性。比如铁磁元件的磁滞，液压传动中的油隙

等均属于这类特性。

4继电特性

继电器、接触器等都具有继电型非线性特性。实际继电器工作中，当流经它线圈中的电流大到某一定值时，即线圈两端所加的电压大到某一数值后，方能使继电器的衔铁吸合，因而继电器特性一般都有死区存在。此外，鉴于继电器的吸合电压一般都大于其释放电压，造成继电特性的滞环。其典型特性如图7-4所示。不考虑死区和滞环的继电型特性如图7-4（a）所示，称为理想继电特性。图7-4（b）是只考虑死区的继电型特性。图7-4（c）是只考虑滞环的继电型非线性特性。
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图7-4  三种继电器特性

（a）理想继电器特性；    （b）死区继电器特性；   （c）滞环继电器特性；

7.2  相平面法 
7．3．1 相轨迹及其绘制方法

   相轨迹的基本概念

首先我们以一个线性系统为例，来阐明相轨迹的特点，从而把线性系统相轨迹的特点应用于非线性系统。

设二阶线性系统的运动方程是
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式中  
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——系统的相对阻尼系数。
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——系统的无阻尼自振角频率。

令
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为系统的两个状态变量，于是式（7-5）可化为两个联立的一阶微分方程，即：
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根据式（7-6）、（7-7），可解得状态变量
[image: image17.wmf]1

x

和
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。描述该系统的运动规律一般有两种方法：

一种是直接解出
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和
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对t的关系，如图7.6 a所示；另一种是以时间t为参变量，求出
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)的关系，并把它画在
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的平面上，如图7-6 b所示。显然，如7-6 b所示的相轨迹和图7-6 a所示的瞬态响应曲线一样能表征系统的运动过程。
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图7-6  二阶线性系统的时域响应和相轨迹

    如果系统的运动方程为非线性微分方程，则在一般的情况下就难于得到[image: image26.wmf]1
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和
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的解析解。但是用图解法可以作出其相轨迹，这样既克服了非线性方程求解的困难，又能获得系统瞬态响应的有关信息。

   相轨迹一般具有如下几个重要性质：

（1） 相轨迹上的每一点都有其确定的斜率。

（2） 相轨迹的奇点   

（3）相轨迹正交于
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轴  

（4）相轨迹运动方向的确定

最普遍的绘制方法有解析法和图解法两种。

1） 解析法

2） 图解法
7.3描述函数法 
7．3．1 描述函数的概念

一般包含非线性元件的控制系统可以简化成图7-19所示的形式，图中
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为线性环节，N表示非线性元件。应用描述函数法分析非线性控制系统所作的基本假设是：非线性元件在正弦信号作用下的输出，只有基波分量起作用，而高次谐波分量均认为可以忽略。

对非线性特性线性化后非线性元件的输出是一个与其输入信号同频率的正弦函数，仅在幅值和相位上与输入信号有差异。必须注意，上述的线性化是有条件的，这些条件归纳为下列4点：

1） 系统的输入
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，非线性元件的输入信号为正弦函数，即有
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2） 非线性元件的静特性不是时间t的函数。

3） 非线性元件的特性是奇对称的，即有

                    
[image: image32.wmf])

(

)

(

1

1

e

f

e

f

-

-

=


因而，在正弦信号作用下，非线性元件输出的平均值（直流分量）等于零。

4） 系统的线性部分具有良好的低通滤波器性能。对控制系统而言，这个条件一般能得到满足。显然，线性部分的阶次越高，其低通滤波性能也越好。

经过线性化处理后非线性元件的输出与输入的关系，可以用下列的复数比表示
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式中，
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称为非线性特性的描述函数，它表示N输出的一次谐波分量对其正弦输入的复数比。其中
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为输出一次谐波分量的振幅，X为正弦输入信号的振幅，
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为输出的一次谐波分量相对于正弦输入信号的相移。
7.3.2典型非线性特性的描述函数

非线性元件的描述函数计算可按以下步骤进行。

（1） 非线性元件的输入为
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，根据非线性元件的特性，确定其输出y(t)
的函数表达式或波形。

（2） 将y(t)展开成傅立叶级数
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式中                     
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对于奇对称特性的非线性元件，
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（3） 取傅立叶级数中的基波，求得其描述函数。

下面计算几种典型非线性特性的描述函数：

1． 饱和特性

2．死区非线性

7．3．3  用描述函数分析非线性系统

述函数法主要用来分析非线性控制系统的稳定性，特别用来分析非线性控制系统有无自振荡，以及判定自振荡的稳定性及确定自振荡的振幅和频率。描述函数法有时也用来分析非线性控制系统在正弦函数作用下的输出特性。


[image: image44]
图7-26  非线性控制系统                     图7-27  非线性控制系统

      设非线性系统的框图如图7-26所示。图中非线性部分用描述函数N(X)表示，
[image: image45.wmf])

(

w

j

G


是线性部分的频率特性。基于自持振荡只与非线性系统的结构和参数有关，与外施信号或者说初始条件无关，因而可假设输入r(t)=0。显然，当系统产生自持振荡时，其闭合路径上的各点都会出现相同频率的正弦振荡信号。若把图7-26中N(X)与
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间的通路断开，并在
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的输入端加一正弦信号
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，如图7-27所示。则N(X)的输出为
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或写作
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此时若把N(X)与
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间通路的断开点接上，即使撤销外施信号
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 ，系统的振荡也能维持下去。不难看出，式（7-66）就是系统产生自持振荡的条件，其中
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 称为描述函数的负倒特性。上述情况与线性系统产生中 
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 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf])
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曲线穿过GH平面上的（-1，j0）点类似。然而，用描述函数判别非线性系统的稳定性时，相当于线性系统的（-1，j0）点是其负倒特性
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，它是一条轨迹线。它是一条轨迹线。这样，乃奎斯特稳定判据

就能适用于非线性特性用描述函数表示的非线性系统。假设系统的线性部分由最小相位元件所组成，这样乃奎斯特稳定判据为： 如果
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 轨迹没有被
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曲线所包围，如图7-28a所示，则非线性系统是稳定的。反之，如果
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曲线所包围，如图7-28b所示，则相应的非线性系统为不稳定。


如果
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轨迹与
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曲线相交，则系统的输出有可能产生自持振荡。严格地说，这种自持振荡一般不是正弦的，但可以用一个正弦振荡来近似。自持振荡的幅值和频率是由交点处的
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轨迹上的 X值和
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曲线上的
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值来表示。然而，并非在所有的交点处都能产生自持振荡。例如在图7.28c中，
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曲线与
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有 A、 B两个交点。下面以乃氏判据为准则，分析产生于 A、B两点处的自持振荡。

    设系统工作于A点，若受到一微小的扰动，使非线性元件正弦输入的幅值略有增大。工作点由
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轨迹上的A点移动到C点。由于C点被
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曲线所包围，因而相应的系统是不稳定的，从而导致系统振荡的加剧，振幅继续增大，使工作点由C点向B点移动。反之，若在A点处受到的扰动使非线性元件输人的幅值略有减小，如使工作点从
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轨迹上的 A点偏移到 D点。由于D点未被
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 曲线包围，故此时系统处于稳定状态，系统的振荡将减弱，振幅会不断地衰减，使工作点向左下方移动。由此可见，在A点处产生的自持振荡是不稳定的。

    用同样的方法，可判别系统在B点处产生的自持振荡是稳定的。这表示系统工作在B点处即使受到干扰的作用，使非线性元件正弦输入的幅值不论是增大还是减小（由B点偏移到E点或F点），只要干扰信号一消失，系统最后仍能回到原来的工作状态B点。由此可见，在B点处产生的自持振荡是稳定的。

7.4 利用非线性特性改善控制系统的性能 

一般来说，控制系统不希望有自持振荡现象产生，为此在设计系统时，应通过对参数的调整和加校正装置等方法，尽量避免这种现象的出现。表7-2中列出了常见非线性元件描述函数的负倒特性图，以便使用时查找。

    例 7-4   一具有饱和放大器的非线性系统如图7-29a所示，其中放大器线性区的增益为K。试确定系统临界稳定时的K值，并计算当K＝3时，系统产生自持振荡的幅值和频率。

解  令放大器的增益为1，把其增益K归算到系统的线性部分。由式（7-61）得
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由上式可知，描述函数的负倒特性
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起始于（-1，j0）点，并随着幅值X的增大沿着复平面的负实轴向左移动，如图7-29B所示。令
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在两曲线的交点处，
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对上式取正切得
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解之，求得
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曲线通过（-1，j0）点，即系统处于临界稳定状态时，对应的K值应满足下

式


[image: image84.wmf]1

)

(

2

/

1

=

=

w

w

j

KG



[image: image85.wmf]1

3

2

/

3

2

/

1

=

´

´

K


解得K=3/2。

当K=3时，K
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轨迹相交于负实轴。根据上述判别稳定自持振荡的方法，可知在相交点处系统有稳定的自持振荡，其振荡频率
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，而振幅X由下式求得
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即N(X)=1/2，N(X)/K = 0.166，据此由图7-22所示的曲线查得
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    图7-2  死区非线性特性
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图7-3  间隙特性
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图7-28  非线性系统的稳定性判别





� EMBED Photoshop.Image.6 \s ���


             图7-29   具有饱和放大器的非线性系统
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