第二章 控制系统的数学模型

一、教学目的及基本要求
1、掌握控制系统运动方程式建立的一般方法及了解小偏差线性化的方法。 

2、掌握拉氏变化的基本原理和性质，正确理解传递函数的定义、性质和意义。 

3、理解系统的开环传递函数、闭环传递函数、对控制和对干扰的传递函数、误差传 递函数及典型环节的传递函数等概念，并掌握其求解方法。 

4、掌握结构变换的基本规则，并能正确且熟练的运用进行方框图简化。 

5、掌握方框图和信号流图间的转换，应用梅森公式求解系统的传递函数。
二、重点与难点
1、控制系统运动方程式的建立

2、系统开环传函、闭环传函、误差传函的计算

3、方框图简化

4、应用梅森公式求解系统的传递函数  

三、授课内容与课时

第二章 控制系统的数学模型 （共12课时）
（1） 控制系统的运动方程式 

（2） 非线性运动方程的线性化 
（3） 传递函数 

（4） 控制系统的传递函数 

（5） 控制系统的方框图及其简化 

（6） 信号流图 及梅逊公式
四、教学方法与手段

     采用多媒体教学及其它方法

五、教学过程

2.1控制系统的运动方程式
1）线性元件的微分方程

    一般情况下，建立一个元件的数学模型，列写其微分方程的方法大致可分为以下几个步骤：

(1) 根据实际工作情况，确定元件的输入量（给定量和扰动量）与输出量（被控制量，也称为系统的响应）；

(2) 列写系统各部分的微分方程；

(3) 消去中间变量，写出系统的微分方程。         

[image: image1.wmf]下面举例说明建立元件的数学模型的微分       
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方程的步骤和方法。

例2-1 试写出图2-1所示的R、L、C 串联

电路输入、输出电压之间的微分方程。               
图2-1  R、L、C串联电路

解: (1) 确定系统的输入、输出量

输入端电压
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(2) 列写微分方程
        由基尔霍夫定律得      
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式中：
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可得出                 
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(3) 消去中间变量，得出系统的微分方程
考虑  
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，根据电容的特性可得：
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将式（2-3）代入式(2-2)，可得到系统微分方程为
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令
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，则上式可改写为
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例2-2设有弹簧 – 质量 – 阻尼器组成的机械位移系统如图2-2所示。试写出外力F与质量为
[image: image20.wmf]m

的物体的位移
[image: image21.wmf]x

之间的微分方程。

解: (1) 确定输入、输出量

  外作用力F为输入量，位移 x 为输出量
(2) 列写微分方程
  根据牛顿定律有   
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式中：
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又由                  
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式中：
[image: image28.wmf]k

为弹簧的弹性系数；
[image: image29.wmf]f

为阻尼器的阻尼系数；
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为物体的加速度。

(3) 消去中间变量，得出系统的微分方程

    考虑 
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，则系统微分方程为
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                  即        
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例2-3 试求出图2—3所示的他励直流电动机的电枢电压与电机转速之间的微分方程。

解: (1) 确定输入、输出量
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  输入量：给定输入为电枢电压
[image: image34.wmf]a
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扰动输入为负载转矩
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  输出量：电动机转速
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(2) 列写微分方程
  电枢回路电压平衡方程：

                                      图2—3 他励直流电动机电枢
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式中：
[image: image38.wmf]a

i

为电枢电流；
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为电动机的反电动势，其大小与激磁磁通及转速成正比，方向与电枢电压成反比，即：
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(3) 消去中间变量，得出系统的微分方程
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式中： 
[image: image45.wmf]m

C

为电动机转距系数。
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由上面的例子可以看出，一般线性元件输入输出关系微分方程的一般形式为：
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2）控制系统微分方程的建立

建立控制系统的微分方程，一般可分为以下几个步骤:

（1）由系统原理线路图画出系统方块图，并分别列写系统各元件的微分方程；

（2）消去中间变量，得到描述系统输出量与输入量之间关系的微分方程。

在列写系统各元件的微分方程时，一是应注意信号传送的单向性，即前一个元件的输出是后一个元件的输入，一级一级地单向传送；二是应注意后级元件对前级元件的负载效应。例如齿轮系对电动机转动惯量的影响等。

例2-4 图2—4为闭环直流调速控制系统，试写出该控制系统微分方程。
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图2—4 闭环调速控制系统

解: 图中所示的直流电机闭环调节系统由比例放大环节、可控硅功率放大环节、电动机和反馈环节构成。电动机转速
[image: image54.wmf]n

根据给定电压
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的大小变化而变化。

(1) 确定系统输入、输出量

输入量为给定电压
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，输出量为电动机转速
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(2) 编写各环节的微分方程。

① 比例放大环节
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即         
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 假定
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② 可控硅整流功率放大环节
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式中：
[image: image63.wmf]s

K

为电压放大系数。

③ 直流电动机，在不考虑负载的情况下，根据例2-3求出的直流电动机微分方程式（2-11）可得：
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式中：
[image: image65.wmf]a
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为时间常数；
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为反电势系数。

④ 反馈环节（测速发电机），测速发电机的输出电压
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式中：
[image: image71.wmf]sf

K

为比例系数。

(3)消去中间变量，得出系统微分方程

将式（2-16）、式（2-17）代入式（2-18）中，经整理得：
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令
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为开环放大系数，可得到闭环系统的微分方程式：
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用算子
[image: image76.wmf]p

表示
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，则系统算子方程为：
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下面求解系统的静态方程式：

当系统稳定时,
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均为零，所以此时系统电动机的转速为：
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2.2非线性运动方程的线性化
具有连续变化的非线性函数的线性化，可用切线法或小偏差法。在一个小范围内，将非线性特性用一段直线来代替。（分段定常系统）
·一个变量的非线性函数 y=f(x)

  在x0处连续可微，则可将它在该点附近用台劳级数展开
  [image: image82.wmf]×
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增量较小时略去其高次幂项，则有
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  Δy                 k     Δx      

Δy=kΔx           比例系数，函数在x0点切线的斜率
·两个变量的非线性函数
y=f(x1,x2)，同样可在某工作点（x10,x20）附近用泰勒级数展开为
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略去二级以上导数项，并令Δy＝y-f(x10,x20)

                        Δx1=x-x10

                        Δx2=x-x20
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这种小偏差线性化方法对于控制系统大多数工作状态是可行的，平衡点附近，偏差一般不会很大，都是“小偏差点”。

小偏差线性化的实质是：在系统工作点附近，利用台劳级数展开，忽略高次项的方法。其几何意义是：在预期工作点附近，用通过该点的切线近似代替原来的曲线。
    例2－5交流伺服电动机系统如右图所示。试列写以Uk为输入，ω为输出的线性化方程。
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解：Uk为两相伺服电动机的控制电压，为输入信号；ω为两相伺服电动机的转速，为输出信号；两相伺服机产生的轴端力矩用M表示；J为转动惯量；Mf为折合到电动机轴上的阻尼力矩。
M为ω和Uk的函数，由转动定律，得
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两相伺服电动机的阻尼力矩特性如图2－4(c)所示。
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设ω＝ω0，Uk＝Uk0时，两相伺服电动机处于平衡状态，称(Uk0，ω0)

为平衡工作点，这时，有M(Uk0,ω0)＝Mf(ω0)       (2)
把                    Uk＝Uk0＋ΔUk，ω＝ω0＋Δω
代入式(1)得J
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设函数M(Uk,ω)、Mf(ω)在工作点ω＝ω0，Uk＝Uk0附近连续且对变量Uk,ω的各阶偏导存在，则M(Uk，ω)，Mf(ω)在ω＝ω0，Uk＝Uk0点的邻域可展开成台劳级数，即
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 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]0
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如果偏移信号Δω，ΔUk均为微量，忽略二阶以上各项，则
M(Uk0＋Δu,ω0＋Δω)≈M(Uk0,ω0)＋
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，表示函数M(Uk，ω)，Mf(ω)在ω＝ω0，Uk＝Uk0点处对变量Uk，ω求偏导数。由图2-7(a)、(b)、(c)可见：
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将式(4)、(5)代入式(3)并考虑到，
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式中Tm、Km分别定义为二相伺服电机的机电时间常数和电压传递系数。由于
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＞0。因此，Tm、Km均大于零。
式（8）即为两项伺服电动机在工作点(Uk0，ω0)邻域进行小偏差线性化所得的运动方程式。
注意事项
1.应用小偏差线性化时，必须明确预定平衡工作点的参数值，对于不同的工作点，得出线性微分方程的系数一般是不一样的。
2.如果元、部件或系统的原有特性接近线性时，线性化得到的方程对偏差信号变化范围较大时，仍能适用。反之，线性化运动方程只能适用于偏差信号为微量的情况。
3.小偏差线性化的使用条件：

(1)在工作点附近信号变化为微量；
(2)在工作点附近能展开成台劳级数。
4.本质非线性不能应用小偏差线性化。继电器特性就不能进行小偏差线性化。因为该特性在原点不连续，

不能进行台劳展开，r≠0的所有点上的输出的偏导数为零，无任何实用意义。因此该类特性不能应用小偏差线性化，此类非线性称之为本质非线性。
2.3传递函数

2.3.1控制系统的传递函数 
控制系统的微分方程是用时域法描述动态系统的数学模型。在给定初始条件的情况下，可以通过求解微分方程直接得出系统的输出响应，但如果方程阶次较高，则计算很繁琐，因此给系统的设计分析带来不便。

在经典控制理论中，不是直接利用求解微分方程的方法，而是对线性微分方程进行拉氏变换得到系统在复数域的数学模型——传递函数，应用传递函数将实数中的微分运算变成复数中的代数运算，这样可使问题分析大大简化。

1、传递函数定义

定义：线性定常系统的传递函数，定义为零初始条件下，系统输出量的拉氏变换与输入量的拉氏变换之比。
设线性定常系统由下述n阶线性常微分方程描述：
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式中c(t)是系统输出量，r(t)是系统输入量，[image: image120.wmf])
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是与系统结构和参数有关的常系数。
设r(t)和c(t)及其各阶系数在t=0是的值均为零，即零初始条件，则对上式中各项分别求拉氏变换，并令c(s)＝L[c(t)]，R(s)=L[r(t)]，可得s的代数方程为：
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于是，由定义得系统传递函数为：
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2、传递函数的性质
性质1:传递函数是复变量s的有理真分式函数，m≤n，且所具有复变量函数的所有性质。
性质2:G(s)取决于系统或元件的结构和参数，与输入量的形式（幅度与大小）无关。
性质3: G(s)虽然描述了输出与输入之间的关系，但它不提供任何该系统的物理结构。因为许多不同的物理系统具有完全相同的传递函数。
性质4:如果G(s)已知，那么可以研究系统在各种输入信号作用下的输出响应。
性质5:如果系统的G(s)未知，可以给系统加上已知的输入，研究其输出，从而得出传递函数，一旦建立G(s)可以给出该系统动态特性的完整描述，与其它物理描述不同。
性质6:传递函数与微分方程之间有关系。
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性质7  传递函数G(s)的拉氏反变换是脉冲响应g(t)

       脉冲响应（脉冲过渡函数）g(t)是系统在单位脉冲[image: image129.wmf])
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3.传递函数的几种形式
(1) G(s)为真有理分式
G(s)  = 
[image: image132.wmf]
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  (n>m)
系数均为实数。分母的阶数n称为G(s)的阶次, 也称为系统的阶次
(2) G(s)的零、极点表示
          G(s) = 
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zj(j=1,2,……,m),零点，pi(i=1,2,……,n), 极点，K1 = b0 , 传递系数
(3) G(s)的时间常数表示
      G(s) = 
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         Ti ,τj ,时间常数，K ,放大系数

4、控制系统的传递函数
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图2－5 控制系统方框图

控制系统方框图的一般形式如图2-5所示。图中R(s)为控制

信号的拉氏变换式,F(s)为扰动信号的拉氏变换式，C(s)为被控制信号的拉氏变换式，ε(s)为偏差信号的拉氏变换式，G1(s)和G2(s)前向通道的传递函数，H(s)为反馈通道的传递函数。G1(s)、G2(s)、H(s)为已知。

1）系统的开环传递函数
若f(t)=0，则系统反馈信号的拉氏变换Y(s)与系统偏差信号ε(s)之比，称为开环系统的传递函数。据上述定义，假想系统从反馈端断开，使系统变成开环状态，此时，按传递函数的相乘性，有
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据开环传递函数的定义，得
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结论：开环传递函数等于前向通道的传递函数与反馈通道的传递函数的乘积。

2）系统被控制信号c(t)对控制信号r(t)的闭环传递函数
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若 f(t)=0，则系统的被控制信号的拉氏变换C(s)与控制信号的拉氏变换R(s)之比，称之为被控制信号c(t)对于控制信号r(t)的闭环传递函数，记作Фr(s)，即
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设                ，由图2-5得
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将（3）代入（1）得
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将（4）代入（2）得            
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对于单位反馈系统有
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3）被控制信号对于干扰信号的闭环传递函数
[image: image220.wmf](
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    若 r(t)=0，则系统的被控制信号的拉氏变换C(s)与干扰信号的拉拉书变换F(s)之比，称为被控信号c(t)对于干扰信号f(t)的传递函数，记作Фf(s)，即
此情况下，一般环节结构如图2-6所示
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图2-6  r(t)=0的闭环方框图
由结构图，得
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(6)代入(3)，有
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即：
   结论：被控制信号对干扰信号的闭环传递函数，其分子等于干扰信号到输出信号之间的传递函数，其分母等于1加上开环传递函数。
[image: image227.wmf]图

2

-

8

控制系统方框图

-

(

)

Fs

(

)

Rs

(

)

Cs

(

)

s

e

(

)

s

X

1

(

)

s

X

2

(

)

s

G

1

(

)

s

G

2

(

)

Hs

(

)

Ys

图

2

-

8

控制系统方框图

-

(

)

Fs

(

)

Rs

(

)

Cs

(

)

s

e

(

)

s

X

1

(

)

s

X

2

(

)

s

G

1

(

)

s

G

2

(

)

Hs

(

)

Ys

   若               时，即控制信号和干扰信号同时作用于系统时，由叠加原理得到控制信号r(t)和干扰信号f(t)同时作用下的总的传递函数，即
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4）偏差信号є(t)对于控制信号r(t)的闭环传递函数
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   若f(t)=0，则偏差信号的拉氏变换є(s)与控制信号的拉氏变换R(s)之比，称为偏差信号对控制信号的闭环传递函数，记为，即
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将(2)代入(1)整理得 
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结论：在负反馈系统中，偏差信号对于控制信号的闭环传递函数为1加开环传递函数的倒数。
5）偏差信号є(t)对于干扰信号f(t)的闭环传递函数
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    若R(s)=0，则偏差信号的拉氏变换є(s)与干扰信号的拉氏变换F(s)之比，称之为偏差信号є(t)对于干扰信号f(t)的闭环传递函数 ，记为
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令                     ，则由图2-8，得
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将(2)，(3)代入(1)得  
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整理得
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    结论：在负反馈系统中，偏差信号对于干扰信号的闭环传递函数，其分子等于从干扰信号到偏差信号之间的传递函数，其分母等于1加开环传递函数。
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     若                时，则
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   结论：对于负反馈闭环系统有如下规律，闭环传递函数      、     、      、       其分子等于对应闭环传递函数的输入信号到输出信号的乘积，并赋以符号，其分母等于1加上开环传递函数。
2.3.2控制系统的方框图及其简化 
1、传递函数方框图的建立
1）方框图的概念及表示方法

控制系统的传递函数方框图，即系统的结构图是描述系统中各元部件之间传递关系的数学图形，它表示系统输入与输出之间的关系。

一般地，控制系统的方框图是由许多对信号进行单向运算的方框和信号流向线组成，它包括四种基本单元。

（1） 信号线：带箭头的直线，箭头表示信号的传递方向，在直线旁标记信号的时间函数或象函数。图2—16(a)

（2） 比较点（或综合点）：对两个以上信号加减运算，“+”号表示相加，“—”号表示相减。图2—16(b)

（3） 引出点(测量点)：表示信号引出或测量的位置，从同一位置引出的信号在数值和性质方面完全相同。图2—16(c)

方框（或环节）：方框表示对信号进行的数学变换，方框中写入元部件或系统的传递函数，显然方框的输出变量等于方框的输入变量与传递函数的乘积。

2）系统方框图的绘制

（1）建立控制系统各元件的微分方程（组），在建立微分方程时，应分清输入量、输出量，同时应考虑相邻元件之间是否有负载效应。

（2）对各元件的微分方程（组）进行拉氏变换，并作出各元件的方框图。

（3）将系统的输入量放在最左边，输出量放在最右边，按照系统中各变量的传递顺序，依次将各元件的方框图连接起来，得到系统的方框图。

2、 方框图的等效变换规则

由控制系统的结构图通过等效变换（或简化）可以方便地求取闭环系统的传递函数或系统输出量的响应。但是，一个复杂的系统结构图，其方框图的连接必然是错综复杂的，但方框图的基本连接只有串联、并联和反馈连接三种。因此结构图简化的一般方法是，环节的合并；信号比较点或引出点的等效移动等。总之，在方框图等效变换过程中应遵循的原则是：变换前后的数学关系保持不变 (即 前向通道的传递函数的乘积保持不变；回路的传递函数保持不变)。
1）环节的合并
一般地，环节的连接有三种基本形式：串联连接，并联连接和反馈连接。

串联连接：方框与方框首尾相连，前一个方框的输出作为后一个方框的输入。这种连接方式在系统的方框图中是最常用的。

并联连接：两个或两个以上的方框，具有同一个输入，以每个方框输出的代数和作为输出。

反馈连接：一个方框的输出，作为另一个方框的输入，得到的输出返回作用于前一个方框的输入端。

在控制理论中，任何系统都是由上述三种基本结构组成的。

（1）环节串联连接的等效变换

设两个以串联方式连接的传递函数
[image: image136.wmf](
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，可将两个传递函数用一个来表示，并保持输入和输出的数学关系不变。 

（2）环节并联连接的等效变换

设两个以上并联方式连接的传递函数
[image: image138.wmf](
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由以上三式消去
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式中：
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为并联连接的等效传递函数。

（3）环节反馈连接的等效变换

反馈连接的一般形式如图2—7（a）所示。

由图2—7（a）有
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由以上三式消去中间变量
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于是有
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2）信号比较点或引出点的等效移动

无论比较点前移或后移还是分支点前移或后移都应注意在移动前后必须保持信号的等效性，而且比较点和引出点之间一般不宜交换位置。

（1）比较点前移：比较点从单元输出端移到输入端。
（2）比较点后移：比较点从单元输入端移到输出端。
（3）比较点之间移动

在图2—8中给出了相邻两个比较点前后移动的等效变换。移动前，输出信号
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，如图2—8（a）所示。由于输出信号
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是输入信号
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的代数和，所以将比较点前后移动不会影响输入、输出关系。在图2—8中（b）和（c）都是（a）的等效变换。
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（a）                       （b）                 （c）

图2—8 比较点之间移动的等效变换

（4）引出点前移：分支点从单元输出端移到输入端。
（5）引出点后移：引出点从单元输入端移到输出端。

（6）比较点与引出点之间移动

在图2—9中给出了比较点和引出点相交换的等效变换。考虑信号关系
[image: image160.wmf]2
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要保持不变，图2—9（a）的等效变换如图2—32（b）所示。由于这种变换使方框图更复杂，所以一般不采用这种变换。
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                    （a）                            （b）

图2—9 比较点与引出点之间移动的等效变换

用结构图等效变换法简化系统方框图及求系统传递函数的一般步骤为：
① 确定输入信号和输出信号，如果有多个输入信号作用在系统上，则应分别对输入信号进行方框图简化，求出各个传递函数。对于多个输出信号的系统，情况也是如此。

② 如果方框图中有交叉连接，应运用移动规则，将系统等效变换为无交叉的回路系统。

③ 对于多回路结构，可由里向外进行等效变换，直至化简为只有一个方框的等效方框图，即可得到所求的传递函数。
2.3.3信号流图 及梅逊公式

由系统的结构图可以求出系统的传递函数，但是系统很复杂时，结构图简化很繁琐，采用信号流图，不必对信号流图进行简化，应用梅逊公式，可方便地求出系统的传递函数。

1）信号流图及其等效变换

（1）基本概念

信号流图是一种将线性代数方程（组）用图形表示的方法，能够很方便地求出系统的函数。在经典控制理论中，信号流图具有很广泛的应用。它是由节点和支路组成的信号传递网络。一个系统的信号流图并不是唯一的。

信号流图的组成： 

① 节点：表示变量，通常用小圆圈表示，对于给定的系统，节点变量的设置是任意的，因此信号流图不是唯一的。

② 支路：连接两个节点间的定向线段，通常用带有箭头的线段表示。

③ 支路传输：支路上标明的前后两变量之间的传输关系。
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图2—42 典型的信号流图

（2）常用术语

① 源节点：即输入节点，它只有输出支路，而没有输入支路。在控制系统中，输入节点代表整个系统的输入变量。如图2—42中的节点
[image: image163.wmf]1

x

是一个源节点。
② 汇节点：即输出节点，它只有输入支路，而没有输出支路的节点。在控制系统中，它代表整个系统的输出变量。如图2—42中的节点
[image: image164.wmf]6

x

是一个汇节点。

③ 混合节点：既有输入支路又有输出支路的节点。如图2—42中的节点
[image: image165.wmf]2
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、
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x
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x

都是混合节点。

总之，除输入节点外的其它节点，通称为普通节点。

④ 前向通道：又称前向通路。信号从输入节点到输出节点传递时，每个节点只通过一次的通路。在图2—42中，从源节点
[image: image169.wmf]1
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到汇节点
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共有两条前向通道，分别为
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⑤环路：又称闭通道。它是这样一种特殊的通路，即从某一节点出发，到另一节点止，始终沿着支路箭头方向前进，中途不能两次或多次经过同一节点。在图2—42中，共有3个环路，分别是
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⑥ 互不接触环路：无公共节点和支路的环路。在图2—42中，
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是两对互不接触环路。

⑦ 通道增益：通道各支路传输的乘积，又称通道传输。通常用
[image: image181.wmf]k
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表示。在图2—42中，通道
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⑧环路增益：闭通道中各支路传输的乘积，又称环路传输。通常用
[image: image186.wmf]a
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表示。在图2—40中，环路
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（3）信号流图的基本性质

① 节点表示系统的变量，源节点代表输入信号，汇节点代表输出信号，混合节点代表各支路变量的代数和。

② 支路表示变量的传输和变换过程。它相当于一个乘法器，信号流经支路时乘以该支路的支路增益变换为另一种信号。

③ 信号在支路上只能沿箭头方向单向传递。

④ 同一系统的信号流图不唯一。

（4）信号流图的简化

信号流图的简化规则：

① 串联支路的总传输等于各支路传输的乘积。

② 并联支路的总传输等于各支路传输之和。

③ 混合节点可以用移动支路的方法消去。

④ 回路可用反馈连接的处理方式化为等效支路。
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